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Anleitung — Partielle Integration, Produktintegration

Produkte lassen sich nicht faktorweise integrieren. Wire dem so, dann wiirde z. B. gelten

jf(x)dx=fx-exdx=jxdx-fexdx=%x2-ex+C=F(x)

Nun ist aber

!

1 ! 1 1 1
F'(x) = <§x2 ce* + C) = <§x2> - e* +§x2 -(e¥) =x-e* +§x2 -e* = f(x)

Es muss also anders vorgegangen werden, um ein Produkt zu integrieren. Wie wére es mit dem
Umkehren der Ableitung eines Produkts? Die Produktregel der Differentialrechnung ist bekanntlich

(u(x) : v(x))’ =u'(x) - v(x) +ulx) v'(x)
Werden beide Seiten integriert, so ergibt sich
ulx) -v(x) = fu’(x) -v(x)dx + f u(x) - v'(x) dx

Eine Subtraktion fiihrt zu einer geeigneten Formel, der Formel fiir die partielle Integration.

fu(x) v'(x)dx = ulx) - v(x) — f u'(x) - v(x) dx

Diese Formel ldsst sich zur Integration von Produkten nutzen, wenn sich einer der Faktoren leicht
ableiten und der andere leicht integrieren ldsst, z. B.

fx-exdxz...

u(x) =x = ulx)=1

v'(x) = e* = v(x) = e*
..=x-ex—f1-exdx=x-ex—ex+6=(x—l)-ex+C
Zur Kontrolle wird das Ergebnis abgeleitet.
((x—l)-ex+C)’=(x—l)’-ex+(x—1)-(ex)’=1-ex+(x—1)-ex=x-ex

Man kdnnte auch der Meinung sein, e* lésst sich leicht ableiten und x leicht integrieren.

fx-exdxzfex-xdxz...

u(x) = e* = u'(x) = e*

v(x) =x = v(x) = %xz

1 1
..=ex-§x2—fex-§x2dx=...?

Keine gute Idee. Das Restintegral auf der rechten Seite ist nicht, wie gewiinscht, einfacher,
sondern schwieriger geworden.

Die richtige Wahl der Faktoren ist von entscheidender Bedeutung.
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Mithilfe der partiellen Integration lassen sich auch Funktionen integrieren, die zwar nicht als Produkt
vorliegen, sich aber als Produkt schreiben lassen.

flnxdxz flnx-ldx =..

u(x) =lnx = u'(x) =§

vV(x) =1 = v(x) =x

1
...=1nx-x—j;-xdx=x-lnx—x+€
Manchmal ergibt sich als Restintegral das urspriingliche Integral.

fsinzxdxz fsinx-sinx dx =...

u(x) = sinx = u'(x) = cosx

v'(x) = sinx = v(x) = —cosx
= —sinx-cosx+fcosx-cosx dx
= —sinx-cosx+]coszx dx
= —sinx-cosx+](1—sin2x) dx
=—sinx-cosx+]1 dx—jsinzxdx

= —sinx -cosx +x + C —jsinzxdx
Die Vereinigung des urspriinglichen mit dem Restintegral auf der linken Seite ergibt

2]sin2xdx= —sinx-cosx +x+ C

5 1 X
& | sin“xdx = —Esmx - COS X +§+ Cc*
Mithilfe einfacher oder mehrfacher partieller Integration ldsst sich u. a. zeigen
) 1 X
cos“xdx = Esmx - COS X +§+ C

. 1 .

e*-sinxdx = Eex - (sinx —cosx) + C
1 .

e*-cosxdx = Eex - (sinx + cosx) + C
x-sinxdx = —x-cosx +sinx + C

x-cosxdx =x-sinx+cosx+C

x?-e¥dx=(x%?-2x+2)-e¥+C
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