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Vorbemerkungen

Die Lagebeziehungen von Punkten, Geraden und Ebenen zueinander kann man im Rechenfenster des
Scratchpad untersuchen.

@t CAS ® | A Scratchpad rap [I] X

Scratchpad Dokumente
A Berechnen 1 Neu
B Graph 2 Durchsuchen

Voraussetzung hierflr ist, dass man in der Lage ist, Vektoren, Matrizen, Gleichungen und
Gleichungssysteme in den Handheld einzugeben und zu speichern sowie Gleichungen und
Gleichungssysteme zu losen. Man sollte mit mindestens einem der Befehle solve() und rref()
besonders vertraut sein.

Im Folgenden werden die Lagebeziehungen sowohl mit dem solve()- als auch mit dem rref()-Befehl
untersucht. In der Praxis durfte sich das Speichern der Punkte, Geraden und Ebenen mit
anschlieender Nutzung des solve()-Befehls als das verstandlichere Verfahren herausstellen.

Nicht immer ist die Nutzung des TI-nspire CAS sinnvoll. Insbesondere bei der Punktprobe ist die
Berechnung der Lagebeziehung per Hand schneller als die Nutzung des Handheld.
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Punkt-Gerade — Beispiel 1

1 3
gx=| 2|+r-|-1],reR
-1 2

Liegt der Punkt P auf der Geraden g? Zur Beantwortung dieser Frage setzt man den Ortsvektor des
Punktes gleich der Parametergleichung der Geraden.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()

i3 | A Scratchpad rap [I] X ® | A Scratchpad rap [I] X
7 so]ve(p=g(r),r) =
-p 0

2
>

[ ; }H‘. \_31‘_.g o) Fertig
-1 |2

[38)

7
0
3

Das Gleichungssystem hat genau eine Lésung, namlich r = 2. Das heil3t, der Punkt liegt auf der
Geraden.

Stolperfalle: Bei der Eingabe einer Parametergleichungen muss zwischen dem Parameter, hier r, und

dem dazugehdrigen Richtungsvektor unbedingt ein Malpunkt gesetzt werden. Geschieht dies nicht,
erscheint je nach gewahlter Eingabemethode eventuell eine Fehlermeldung, z.B. ,,Fehlende ]“.

... rref()

2 | A Scratchpad rap [I] X

3 6 12
-1 -2 00
2 4 00

rref]

Das Gleichungssystem hat genau eine Ldsung, ndmlich r = 2. Das heil3t, der Punkt liegt auf der
Geraden.

Stolperfalle: Vor der Eingabe des Gleichungssystems als Matrix muss man es in Gedanken oder im
Heft so schreiben, dass alle Richtungsvektoren auf der einen Seite vom Gleichheitszeichen stehen
und sich alle Aufpunktvektoren zusammengefasst als ein Vektor auf der anderen Seite befinden.
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Punkt-Gerade — Beispiel 2

3
P:p=| 4
-3

g:fz(

1
2
1

)+r.<_

3
1
2

>,r€R

Liegt der Punkt P auf der Geraden g? Zur Beantwortung dieser Frage setzt man den Ortsvektor des

Punktes gleich der Parametergleichung der Geraden.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()

= M Scratchpad

rap [I] X

d

Fertig

= M Scratchpad

rap [I] X

so]ve(p=g(r) ,r)

false

Das Gleichungssystem hat keine Losung, der Punkt liegt nicht auf der Geraden.

... rref()

Die zweite Zeile der Losungsmatrix enthalt einen Widerspruch, das Gleichungssystem hat keine

i3 | A Scratchpad

rap [I] X

w

1
=
oo

rref]|

|

o
1
|3

Losung. Der Punkt liegt nicht auf der Geraden.

Schiemenz — www.hyperschlau.de



Tl-nspire CAS — Untersuchung von Lagebeziehungen Seite 5

Gerade-Gerade — Beispiel 1

1 3
gff:( 2)+T-<—1>,TER
-1 2

3 2
gZ:EZ(—1)+S-( 4),SER
3 —4

Wie liegen die beiden Geraden zueinander? Nachdem geprift wurde, ob die Richtungsvektoren
Vielfache voneinander sind (Kollinearitat) — was hier nicht der Fall ist — beginnt die Nutzung des
CAS. Man setzt die Parametergleichungen der beiden Geraden gleich.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()

i3 | A Scratchpad rap [I] X 15 | MY Scratchpad rap [I] X

; - -31 gl (7) Fertig so]ve(g 7 (r)=g2(s),{r,s }) r=1and s=%

-1 |2 )

g1(1) 4

3 2 Fertig 1

[_1}”- 4‘—»g2(s) 1

3 -4

1 4

g2 B 1

1

Das Gleichungssystem hat genau eine Losung, namlich » = 1 und s = 1/2. Das heil3t, die beiden
Geraden haben einen Schnittpunkt, der sich durch Einsetzen von r und s in die entsprechenden

Geradengleichungen mit S(4|1|1) ergibt.

.. rref()
Y Scratchpad rap [I] X
3 -2 2 101
-2 -4 -3) 01
2 4 4 2
00 0

Das Gleichungssystem hat genau eine Losung, namlich » = 1 und s = 1/2. Das heil3t, die beiden
Geraden haben einen Schnittpunkt, der sich durch Einsetzen von r und s in die entsprechenden
Geradengleichungen mit S(4|1|1) ergibt.
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Gerade-Gerade — Beispiel 2

1 3
gff:( 2)+T-<—1>,TER
-1 2

0 1
gz:f=(—1)+s-( 2),SE]R
2 -2

Wie liegen die beiden Geraden zueinander? Nachdem geprift wurde, ob die Richtungsvektoren
Vielfache voneinander sind (Kollinearitat) — was hier nicht der Fall ist — beginnt die Nutzung des
CAS. Man setzt die Parametergleichungen der beiden Geraden gleich.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()

MY Scratchpad rap [I] X i | A Scratchpad rap [I] X

[ ; - l : ]_'g7(r) Fertig SOIVE(E 1()=g2(s).{rs}) false
-1

=il
0 1 Fertig
1t 2 —-gZ(s)
2 -2

Das Gleichungssystem hat keine Losung. Die beiden Geraden sind windschief

.. rref()

b M Scratchpad PAD@ X

3 -1 -1 100
=il ) = 010
2 Y 001

rref]|

Die dritte Zeile der Lésungsmatrix enthadlt einen Widerspruch, das Gleichungssystem hat keine
Losung. Die beiden Geraden sind windschief.
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Gerade-Gerade — Beispiel 3

-2 -1
gi:x=| 1]+r-| 1|,reR
1 3

gz:J_C) =

1 2
—3|+s-{-2],s€ER
2 -6

Seite 7

Wie liegen die beiden Geraden zueinander? Nachdem geprift wurde, ob die Richtungsvektoren
Vielfache voneinander sind (Kollinearitat) — was hier der Fall ist — beginnt die Nutzung des CAS.
Man setzt die Parametergleichungen der beiden Geraden gleich.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()

i3 | A Scratchpad

rap [I] X

- -+ [_11‘ —g ](r)

Fertig

Fertig

15 | A Scratchpad

rap [I] X

solve (g 7 (r)= g2(s),{ s })

false

Das Gleichungssystem hat keine Ldsung. Die beiden Geraden liegen parallel zueinander ohne

identisch zu sein.

... rref()

Die zweite Zeile der Losungsmatrix enthélt einen Widerspruch, das Gleichungssystem hat keine
Losung. Die beiden Geraden liegen parallel zueinander ohne identisch zu sein.
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Gerade-Gerade — Beispiel 4

2 1

gi: X = (—1)+r-<—3>,reR
-3 2
4 -3

gy X = (—7)+S'( 9),SE]R
1 -6

Wie liegen die beiden Geraden zueinander? Nachdem geprift wurde, ob die Richtungsvektoren
Vielfache voneinander sind (Kollinearitat) — was hier der Fall ist — beginnt die Nutzung des CAS.
Man setzt die Parametergleichungen der beiden Geraden gleich.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()
i3 | A Scratchpad rap [I] X 3 | W Scratchpad rap [l X
2 i 1 ( ) Fertig solve (g 7 (r)= g2(s),{r,s })
-1 |-3(~8Tv r=-(3- €1-2) and s=ct
2] |2
-4 =3 Fertig
|:_7:|+S. \ . ‘_'gZ(S)
1 -6

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Ldsungen. Das erkennt man am Parameter c1 in der
Ldsung, der fir eine frei wahlbare reelle Zahl steht. Die beiden Geraden sind identisch.

... rref()
U Scratchpad RAD m X
1 3 2 132
mefll-3 -9 -6 000
2 6 4 000

Da zwei Zeilen der Lésungsmatrix Nullzeilen sind, gibt es mehr Variablen (2) als Gleichungen (1).
Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen. Die beiden Geraden sind identisch.
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Punkt-Ebene in Parameterform — Beispiel 1

-3 1 0
Exx=( 1|+r-[-2|+s-|-1],s€ER.
1 -1 2

Liegt der Punkt P in der Ebene E? Zur Beantwortung dieser Frage setzt man den Ortsvektor des
Punktes gleich der Parametergleichung der Ebene.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()
MY Scratchpad rap [I] X i | A Scratchpad rap [I] X
-1 -1 so]ve(p=e(r,s),{r,s }) r=2and s=-1
|2 o2
-3 1 0 Fertig
|: : :|+r. \_2‘+$- [_ll_pe("ﬁ)
1 -1 2

Das Gleichungssystem hat genau eine Losung, ndmlich » = 2 und s = —1. Das heif3t, der Punkt liegt
in der Ebene.

... rref()
i3 | Ay Scratchpad rap [I] X
1 0 2 102
meflly -1 -3 01 -1
-1 2 -4 000

Das Gleichungssystem hat genau eine Losung, ndmlichr = 2 und s = —1. Das heif3t, der Punkt liegt
in der Ebene.
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Punkt-Ebene in Parameterform — Beispiel 2

1
P:ﬁ=(2>
3
-3 1 0
E:5c’=< 1>+r~<—2>+s-<—1>,r,sE]R{.
1 -1 2

Tl-nspire CAS — Untersuchung von Lagebeziehungen

Liegt der Punkt P in der Ebene E? Zur Beantwortung dieser Frage setzt man den Ortsvektor des
Punktes gleich der Parametergleichung der Ebene.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()

rap [I] X

1Y Scratchpad
] so]ve(p=e(r,s),{r,s })

i3 | Ay Scratchpad rap [I] X

1 |

2|7P

[_lz}w- \_lzlﬂ- [_01] —re(r,s)
1 -1 2

false

W o =

Fertig

Das Gleichungssystem hat keine Losung, der Punkt liegt nicht in der Ebene.

.. rref()

rap [I] X

100
010
001

i3 | A Scratchpad

1 0 2
-2 -1 1
-1 21

rref]|

Die dritte Zeile der Lésungsmatrix enthadlt einen Widerspruch, das Gleichungssystem hat keine
Losung. Der Punkt liegt nicht in der Ebene.
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Gerade-Ebene in Parameterform — Beispiel 1

2 1
g:x = (—3)+r<—1>,rE]R
2 3
-3 1 0
E:5c’=< 1>+s-<—2>+t-<—1>,s,teR.
1 -1 2

Wie liegen Gerade und Ebene zueinander? Zur Beantwortung dieser Frage setzt man die
Parametergleichung der Geraden gleich der Parameterdarstellung der Ebene.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()

MY Scratchpad rap [I] X i | A Scratchpad rap [I] X
1 Fertig solve (g (r) =e (s,t),{ 7,5t })
(21| ~e)

2
=37 -1
2

3
-3 1 0 Fertig
1 +5* -2 + -1 —»e(s,r)
1 -1 2

g(-3)

Das Gleichungssystem hat genau eine Lésung, ndmlich r = =3, s = 2 und t = —3. Das heil3t, die
Gerade schneidet die Ebene in einem Punkt, der sich durch Einsetzen von r, s und t in die
entsprechenden Gleichungen mit S(—1|0|—7) ergibt.

... rref()

i3 | Ay Scratchpad rap [I] X

-1 1 0 5
1 -2 -1 -4

-3 -1 2 1

rref]

w o
Rl o

Das Gleichungssystem hat genau eine Lésung, ndmlich r = =3, s = 2 und t = —3. Das heil3t, die
Gerade schneidet die Ebene in einem Punkt, der sich durch Einsetzen von r, s und t in die
entsprechenden Gleichungen mit S(—1|0|—7) ergibt.
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Gerade-Ebene in Parameterform — Beispiel 2

1 -1
g:5c’=( 2)+r-<—4>,rE]R
-3 7
2 1 -2
E:f=< 1>+S-<—2>+t-< 1>,S,tE]R.
-3 1 2

Wie liegen Gerade und Ebene zueinander? Zur Beantwortung dieser Frage setzt man die
Parametergleichung der Geraden gleich der Parameterdarstellung der Ebene.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()
MY Scratchpad rap [I] X i | A Scratchpad rap [I] X
1 =il Fertig solve (g (r) = (s,t),{ TSt }) false
5 [ og —-g(r‘)
-3 7
Fertig

Das Gleichungssystem hat keine Losung. Die Gerade und die Ebene haben keine gemeinsamen
Punkte, sie liegen also parallel zueinander.

.. rref()

Die dritte Zeile der Lésungsmatrix enthadlt einen Widerspruch, das Gleichungssystem hat keine
Losung. Die Gerade und die Ebene haben keine gemeinsamen Punkte, sie liegen also parallel
zueinander.
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Gerade-Ebene in Parameterform — Beispiel 3

1 -1
g:x = (0>+r<—4>,rER
0 7
2 1 -2
E:J_C)=< 1>+S'<—2>+t'< 1>,S,tER.
-3 1 2

Seite 13

Wie liegen Gerade und Ebene zueinander? Zur Beantwortung dieser Frage setzt man die
Parametergleichung der Geraden gleich der Parameterdarstellung der Ebene.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()

rap [I] X

= M Scratchpad

1 -1
0
0

Fertig
7

_4]ag(r>

Fertig

rap [I] X

u Scratchpad
solve(g(r)=e(s,r),{ St })

c2-1

r= and s=

3-¢2-1

2

and t=c2

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Ldsungen. Das erkennt man am Parameter c2 in der
Ldsung, der fiir eine frei wéhlbare reelle Zahl steht. Die Gerade liegt in der Ebene.

... rref()

b M Scratchpad PAD@X
iLoil =2 =l 10 =il =il
4 -2 1 -1 P
-7 1 2 3 -3 -1
01 — —
2 2
00 0 O

Die dritte Zeile der Losungsmatrix enthélt eine Nullzeile, somit gibt es mehr Variablen als Zeilen.
Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen. Die Gerade liegt in der Ebene.
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Ebene-Ebene in Parameterform — Beispiel 1

-1 1 2
E1:3?=< 2>+r-( 0)+S-(—1),r,sE]R.
2 -2 3
3 3 1
Ey: % = (—1>+t-(—1>+u-(—1),t,uE]R.
-2 1 5

Wie liegen die beiden Ebenen zueinander? Zur Beantwortung dieser Frage setzt man die
Parametergleichungen der beiden Ebenen gleich.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

.. solve()
Ay Scratchpad rap [I] X A4 Scratchpad rap [I] X
- Fertig Solve(e I{r‘,x)=e2(t,u),{r,s,f,u }) false
3 1 —»eI r s
2
Fertig
l 1]+1[ ]H.’ l ] 2e)

Das Gleichungssystem hat keine Ldsung. Die beiden Ebenen liegen parallel zueinander ohne
identisch zu sein.

.. rref()

i3 | Ay Scratchpad rap [I] X

Die vierte Zeile der Losungsmatrix enthélt einen Widerspruch, das Gleichungssystem hat keine
Losung. Die beiden Ebenen liegen parallel zueinander ohne identisch zu sein.
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Ebene-Ebene in Parameterform — Beispiel 2

-1 1 2
E1:3?=< 2>+r-( 0)+S-(—1),r,sE]R.
2 -2 3
-5 3 1
Ez;,z=< 4)+t.<_1)+u.(_1),t,ueﬁ.
—4 1 5

Wie liegen die beiden Ebenen zueinander? Zur Beantwortung dieser Frage setzt man die
Parametergleichungen der beiden Ebenen gleich.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()
& | A Scratchpad rap [I] X B | A Scratchpad rap [l X
-1 ] 1 2 ( ) Fertig so]ve(e I{r,.v)=e2({,z:),{r,s,!,u })
2 [ o [F5 -1 el r=-(c3-c4) and s=c3+c4-2 and t=c4 and u=¢
2 52 3

-5 3 1 Fertig
R il I L I} —»eZ(r,u)

-4 1 5

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen. Da hier zwei voneinander unabhédngige
Parameter c3 und c4 vorkommen, sind die beiden Ebenen identisch.

... rref()

i3 | Ay Scratchpad rap [I] X
1 2 3 -1 4
0 -1 1 1 2
-2 3 -1 -5 -6
10-11 0
01-1-1-2

00 0 O O

rref]

Da die dritte Zeile nur Nullen enthalt und in der zweiten Zeile drei von Null verschiedene Elemente
auftauchen, existieren zwei voneinander unabhdngige Parameter. Die Losungsmenge stellt also eine
Ebene dar. Dies bedeutet, dass die beiden Ebenen identisch sind.
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Ebene-Ebene in Parameterform — Beispiel 3

1 2 1
El:y?z(—2>+r-(—1)+s-(—2),1‘,SER.
1 1 1
2 1 -1
E2:£=< 1>+t-< O>+u-( 1),t,uER.
-3 -2 0

Wie liegen die beiden Ebenen zueinander? Zur Beantwortung dieser Frage setzt man die
Parametergleichungen der beiden Ebenen gleich.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()
& | A Scratchpad rap [I] X B | A Scratchpad rap [l X
1 2 1 Fertig so]ve(e 1 {r,.v)=e2(t,z.'),{ KR AT} })
a1 [ 2| o7 -(3- ¢5+13) 2- (¢5-5)
1 1 1 ad s and ¢ and w=c5
2 1 -1 Fertig
1 [ o [Fe ] 1 —:eZ(r,u)
-3 -2 0

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen. Da hier in der Lésung nur ein Parameter ¢5
vorkommt, schneiden sich die beiden Ebenen langs einer Geraden.

.. rref()
i3 | A Scratchpad rap [I] X

2 1 -11 1
meffl 3 2 o -1 3
1 1 2 0 -4

1 5

100 = =

77

3 -13

010 = —

7

-2 -10

001 — —

7 7

Die beiden Ebenen schneiden sich langs einer Geraden.

Bestimmung der Schnittgeraden

Setztmanu = ¢5 = v, soist t = 202 — 10 2

7 7

Eingesetzt in die Gleichung von E, ergibt sich x = (

+-v.

2
1
-3

)+

10 | 2
——+-v

7

Dies wird vereinfacht zu g: X = (

Schiemenz — www.hyperschlau.de
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1
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)+v.(

1
—4/7

),UER.

7

'

1
0
2

)+v.<

-1
1
0

)
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Ebene-Ebene in Koordinatenform — Beispiel 1
Ei:2x —y+3z=-2.
E,: —4x + 2y — 6z =5.

Wie liegen die beiden Ebenen zueinander? Zur Beantwortung dieser Frage bestimmt man die
Losungsmenge des Gleichungssystems, das durch die beiden Koordinatengleichungen gebildet wird.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()
& | A Scratchpad rap [I] X B | A Scratchpad rap [l X
2 x-y+3:z=-2 el 2:x-p+3-z=-2 solve({ ele2 }’,{xl}',z }) false
-4 x+2+ y—6-z=5 €2 -4 x+2+ y-6-z=5

Das Gleichungssystem hat keine Ldésung. Die beiden Ebenen liegen parallel zueinander ohne
identisch zu sein.

... rref()

i3 | Ay Scratchpad rap [I] X

SCEET

o
S o I,_.
o w|w
- o

-

Die zweite Zeile der Losungsmatrix enthélt einen Widerspruch, das Gleichungssystem hat keine
Losung. Die beiden Ebenen liegen parallel zueinander ohne identisch zu sein.
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Ebene-Ebene in Koordinatenform — Beispiel 2
Ei:2x —y+3z=-2.
Ey: —4x+ 2y — 6z = 4.

Wie liegen die beiden Ebenen zueinander? Zur Beantwortung dieser Frage bestimmt man die
Losungsmenge des Gleichungssystems, das durch die beiden Koordinatengleichungen gebildet wird.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()
& | A Scratchpad rap [I] X B | A Scratchpad rap [l X
2 x-y+3:z=-2 el 2: x—y+3-z=-2 solve({e?,eE}’,{xl}',z})
=4 x+2+ y-6rz=4 €2 -4 x+2+ y-6-z=4 >c=M and y=c7 and z=c6

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen. Da hier zwei voneinander unabhédngige
Parameter c6 und c7 vorkommen, sind die beiden Ebenen identisch.

... rref()

i3 | Ay Scratchpad rap [I] X

EEER U

o |w

Da die zweite Zeile nur Nullen enthalt, stellen die beiden Gleichungen zwei identische Ebenen dar.
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Ebene-Ebene in Koordinatenform — Beispiel 3
Ei:x—3y+z=4.
Ey: —2x+4y—3z=-9.

Wie liegen die beiden Ebenen zueinander? Zur Beantwortung dieser Frage bestimmt man die
Losungsmenge des Gleichungssystems, das durch die beiden Koordinatengleichungen gebildet wird.

Die Eingabe und das Ergebnis lauten bei Nutzung des Befehls ...

... solve()
& | A Scratchpad rap [I] X B | A Scratchpad rap [l X
x=3* y+z=4-el x=3: y+z=4 solve({e?,eE }’,{xl}',z })
-2-x+4 y-3-z=-9 €2 =2 x+4 y-3-z=-9 X 7(5- c8—11) and y= ~(c8—1) and z=c§

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen. Da hier nur ein Parameter ¢8 vorkommt,
schneiden sich die beiden Ebenen langs einer Geraden.

... rref()

i3 | Ay Scratchpad rap [I] X
ffll -2 1 4
- ([-2 4 -3 -9 10

01

= o Jn
[N TS I:

Die beiden Ebenen schneiden sich langs einer Geraden

Bestimmung der Schnittgeraden

—(r-1) _%_I_ “L o und x = ~(5r-11) _ 1, s

Setztmanz =r,sosindy = ——=-+— - — 4=

X 11/2 —5/2
Als Vektor geschrieben ergibt sich g: X = <y> = ( 1/2) +7- (—1/2),r eER
z 0 1
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